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摘要：｛Ｘｎ｝为独立同分布的离散型随机变量序列，其分布函数为Ｆ（ｘ）．得到了Ｆ（ｘ）属于幂赋范极值分布吸引场

的条件矩刻画．
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设｛Ｘｎ｝是独立同分布随机变量序列，公共分布函数Ｆ（ｘ），记其部分最大值Ｍｎ＝ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

｛Ｘｋ｝，若存在

规范化常数序列αｎ ＞０，βｎ ＞０，使得

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ（Ｍｎ ≤αｎ｜ｘ｜βｎｓｉｇｎ（ｘ））＝ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｆｎ（αｎ｜ｘ｜βｎｓｉｇｎ（ｘ））＝Ｈ（ｘ） （１）

其中ｓｉｇｎ（ｘ）是符号函数，Ｈ（ｘ）为非退化分布函数，且如果（１）式成立，则称Ｆ（ｘ）属于幂赋范极值分布

Ｈ（ｘ）的吸引场，记作Ｆ ∈Ｄｐ（Ｈ）．由文献［１］可知，Ｈ（ｘ）是以下６种类型之一：

Ⅰ：Ｈ１，α（ｘ）＝
０ ｘ ≤１
ｅｘｐ（－（ｌｏｇ　ｘ）－α） ｘ ＞１｛

Ⅱ：Ｈ２，α（ｘ）＝
０ ｘ ≤０
ｅｘｐ（－（－ｌｏｇ　ｘ）α） ０＜ｘ ＜１
１ ｘ ≥１
烅
烄

烆

Ⅲ：Ｈ３，α（ｘ）＝
０ ｘ ≤－１
ｅｘｐ（－（－ｌｏｇ（－ｘ））－α） －１＜ｘ ＜０
１ ｘ ≥０
烅
烄

烆

Ⅳ：Ｈ４，α（ｘ）＝
ｅｘｐ（－（ｌｏｇ（－ｘ））α） ｘ ≤－１
１ ｘ ≥－１｛

Ⅴ：Φ（ｘ）＝
０ ｘ ≤０

ｅｘｐ－
１
ｘ（ ） ｘ ＞０

烅
烄

烆

Ⅵ：Ψ（ｘ）＝
ｅｘｐ（ｘ） ｘ ＜０
１　 ｘ ≥０｛

其中α为大于０的常数．
文献［２］研究了６种类型的分布函数属于幂赋范条件下的吸引场的充要条件；文献［３］研究了在幂赋范

下 极值的矩收敛和密度函数收敛．使用条件矩刻画Ｆ属于给定的极值分布，在线性赋范情形文献［４］得到Ｆ
属于Λ 的极值吸引场的条件矩刻画；文献［５］得到Ｆ属于Φα 和Ψα 的条件矩刻画．本文将研究在幂赋范条
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件下，Ｆ分别属于上述Ｈ１，α，Ｈ２，α，Ｈ３，α，Ｈ４，α，Ψ（ｘ）和Φ（ｘ）６种吸引场的条件矩刻画 （见定理１－定理６）．
为证明主要结论，需要引用下面的结论．

引理１［４］　 设Ｕ：Ｒ →＋ Ｒ＋，且

Ｕ（ｔ）＝∫
∞

ｔ
ｕ（ｓ）ｄｓ

是有限的．如果

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｔｕ（ｔ）
Ｕ（ｔ）＝ρ

（２）

那 么Ｕ（ｔ）∈ＲＶ－ρ．相 反 地，如 果Ｕ（ｔ）∈ＲＶ－ρ，ρ＞０，且ｕ（ｔ）＞０为 减 函 数，那 么（２）式 成 立，且

ｕ（ｔ）∈ＲＶ－ρ－１．
为统一符号，定义ｒ（Ｆ）＝ｓｕｐ｛ｘ｜Ｆ（ｘ）＜１｝为分布函数Ｆ（ｘ）的上端点．
定理１　 若ｒＦ ＝∞．定义

μｐ（ｔ）＝Ｅ｛（（ｌｏｇ｜Ｘ｜）－ｔ）ｐ｜（ｌｏｇ｜Ｘ｜）＞ｔ｝
如果Ｆ ∈Ｄｐ（Ｈ１，α），α＞２，那么对于０≤ｐ＜α－２，μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且ｔ→ ∞ 时，

μｐ（ｔ）μｐ＋２（ｔ）

｛μｐ＋１（ｔ）｝
２ →

（ｐ＋２）（α－ｐ－１）
（ｐ＋１）（α－ｐ－２）

（３）

反之，当α＞２时，对０≤ｐ＜α－２，如果（３）式成立，那么Ｆ ∈Ｄｐ（Ｈ１，α）．
证 　 关于必要性：由文献［２］之定理２．１知，Ｆ ∈Ｄｐ（Ｈ１，α）的充要条件为对于ｙ＞０时，

ｌｉｍ
ｔ→∞

１－Ｆ（ｅｘｐ（ｔｙ））
１－Ｆ（ｅｘｐ（ｔ））

＝ｙ－α

故α＞２时有

μｐ（ｔ）＝Ｅ｛（（ｌｏｇ｜Ｘ｜）－ｔ）ｐ｜（ｌｏｇ｜Ｘ｜）＞ｔ｝＝

∫
∞

ｅｘｐ（ｔ）

（（ｌｏｇ｜ｘ｜）－ｔ）ｐｄＦ（ｘ）
１－Ｆ（ｅｘｐ（ｔ））

＝ｐｔ　ｐ∫
∞

１
（ｕ－１）ｐ－１

１－Ｆ（ｅｘｐ（ｔｕ））
１－Ｆ（ｅｘｐ（ｔ））

ｄｕ→

ｐｔ　ｐ∫
∞

１
（ｕ－１）ｐ－１　ｕ－αｄｕ，α＞０＝

Γ（α－ｐ）Γ（ｐ＋１）
Γ（α）

ｔ　ｐ （４）

显然，这对ｐ＝０也成立．由（４）式知（３）式成立．
对于充分性，若（３）式成立．定义

Ｊｐ（ｔ）＝｛Γ（ｐ＋１）｝－１∫
∞

ｅｘｐ（ｔ）
（（ｌｏｇ｜ｘ｜）－ｔ）ｐｄＦ（ｘ）

对任意的δ≥－１，有

∫
∞

ｔ
（ｕ－ｔ）δＪｐ（ｕ）ｄｕ＝｛Γ（ｐ＋１）｝－１∫

∞

ｔ∫
∞

ｅｘｐ（ｕ）
（ｕ－ｔ）δ（（ｌｏｇ｜ｘ｜）－ｕ）ｐｄＦ（ｘ）ｄｕ＝

｛Γ（ｐ＋１）｝－１∫
∞

ｅｘｐ（ｔ）∫
ｌｏｇ｜ｘ｜

ｔ
（ｕ－ｔ）δ（（ｌｏｇ｜ｘ｜）－ｕ）ｐｄｕｄＦ（ｘ）＝

Γ（δ＋１）
Γ（ｐ＋δ＋２）∫

∞

ｅｘｐ（ｔ）
（（ｌｏｇ｜ｘ｜）－ｔ）ｐ＋δｄＦ（ｘ）＝

Γ（δ＋１）Ｊδ＋ｐ＋１（ｔ） （５）
特别地，当ｔ→ ∞ 时，

Ｊｐ＋１（ｔ）＝∫
∞

ｔ
Ｊｐ（ｕ）ｄｕ↓０ （６）

利用以下关系式

μｐ（ｔ）＝
Γ（ｐ＋１）

１－Ｆ（ｅｘｐ（ｔ））
Ｊｐ（ｔ）

则式（３）可写为

Ｊ（ｔ）Ｊｐ＋２（ｔ）

｛Ｊｐ＋１（ｔ）｝
２ →

α－ｐ－１
α－ｐ－２

（７）
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其中０≤ｐ＜α－２．

如果式（７）对ｐ＝０成立，那么设Ｊ０＊（ｔ）＝
Ｊ２１（ｔ）
Ｊ２（ｔ）

，则
Ｊ０（ｔ）
Ｊ０＊（ｔ）→

α－１
α－２

．只需证Ｊ０＊（ｔ）∈ＲＶ－α．由于

（Ｊ０＊（ｔ））′＝
Ｊ２１（ｔ）
Ｊ２（ｔ）（ ）′＝Ｊ１３（ｔ）Ｊ２２（ｔ）

１－
２Ｊ０（ｔ）Ｊ２（ｔ）
Ｊ２１（ｔ）（ ）＝

－
１
ｔＪ０

＊（ｔ） ｔ
ｆ（ｔ）

２
Ｊ０（ｔ）
Ｊ０＊（ｔ）

－１（ ）
其中ｆ（ｔ）＝

Ｊ２（ｔ）
Ｊ１（ｔ）

．故Ｊ０＊（ｔ）＝Ｊ０＊（ｚ０）ｅｘｐ－∫
ｔ

ｚ０

ｇ（ｕ）
ｕ ｄｕ（ ），其中ｇ（ｔ）＝

ｔ
ｆ（ｔ）

２
Ｊ０（ｔ）
Ｊ０＊（ｔ）

－１（ ）．注意到

ｆ′（ｔ）＝－１＋
Ｊ０（ｔ）
Ｊ０＊（ｔ）→

１
α－２

，ｇ（ｔ）→
α
α－２

（α－２）＝α．

由文献［４］的Ｋａｒａｍａｔａ公式可知，Ｊ０＊（ｔ）∈ＲＶ－α．假设式（７）对于整数０＜ｐ＜α－２成立，定义

Ｊｐ＊（ｔ）＝
（Ｊｐ＋１（ｔ））２

Ｊｐ＋２（ｔ）
那么有

Ｊｐ（ｔ）
Ｊｐ＊（ｔ）

→
α－ｐ－１
α－ｐ－２

与ｐ＝０的方法相同，很容易得到Ｊｐ（ｔ）∈ＲＶ－（α－ｐ）．由式（６）和引理１，得ＪＰ－１∈ＲＶ－（α－ｐ）－１．将上述步骤

重复ｐ次，就得到１－Ｆ（ｅｘｐ（ｔ））＝Ｊ０（ｔ）∈ＲＶ－α．
假设对实数０＜ｐ＜α－２式子（７）成立．与ｐ为整数时情况相同，有Ｊｐ（ｔ）∈ＲＶ－（α－ｐ）．不失一般性，

设０＜ｐ＜１．在δ≥－１，α＞δ＋ｐ＋１情况下，有

Ｊδ＋ｐ＋１（ｔ）＝
１

Γ（δ＋１）∫
∞

ｔ
（ｕ－ｔ）δＪｐ（ｕ）ｄｕ＝

ｔδ＋１

Γ（δ＋１）∫
∞

ｔ
（ｙ－１）δＪｐ（ｔｙ）ｄｙ

因此，

Ｊδ＋ｐ＋１（ｔｘ）
ｔδ＋１　Ｊｐ（ｔ）

＝
ｘδ＋１

Γ（δ＋１）∫
∞

１
（ｙ－１）δ

Ｊｐ（ｔｘｙ）
Ｊｐ（ｔ）

ｄｙ→

ｘ－α＋ｐ＋１＋δ

Γ（δ＋１）∫
∞

１
（ｙ－１）δｙ－α＋ｐｄｙ＝

ｘ－α＋ｐ＋１＋δΓ
（α－ｐ－δ－１）
Γ（α－ｐ）

因此，Ｊδ＋ｐ＋１（ｔ）∈ＲＶ－α＋ｐ＋１＋δ．如果δ＝－ｐ＞－１，那么Ｊ１（ｔ）∈ＲＶ－（α－１），可得

１－Ｆ（ｅｘｐ（ｔ））＝Ｊ０（ｔ）∈ＲＶ－α

证毕．
定理２　 若０＜ｘＦ ＜ ∞，定义

μｐ（ｔ）＝Ｅ －ｌｏｇ
Ｘ

ｒ（Ｆ）（ ）－１ｔ（ ）ｐ －ｌｏｇ
Ｘ

ｒ（Ｆ）（ ）＞ １ｔ｛ ｝
如果Ｆ ∈Ｄｐ（Ｈ２，α），α＞２，那么对于０≤ｐ＜α－２，μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且ｔ→ ∞ 时，

μｐ（ｔ）μｐ＋２（ｔ）

｛μｐ＋１（ｔ）｝
２ →

（ｐ＋２）（－α－ｐ－１）
（ｐ＋１）（－α－ｐ－２）

（８）

反之，当α＞２时，对０≤ｐ＜α－２，如果μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且式子（８）成立，那么Ｆ ∈Ｄｐ（Ｈ２，α）．
证　必要性相的证明似于定理１中（４）的证明，利用文献［２］中定理２．２给出的Ｆ∈Ｄｐ（Ｈ２，α）充要

条件为当ｙ＞０时，

ｌｉｍ
ｔ→∞

１－Ｆ　ｒ（Ｆ）ｅｘｐ－
ｙ
ｔ（ ）（ ）

１－Ｆ　ｒ（Ｆ）ｅｘｐ－
１
ｔ（ ）（ ）

＝ｙα
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对充分性，定义

Ｊｐ（ｔ）＝｛Γ（ｐ＋１）｝－１∫
ｒ（Ｆ）

ｒ（Ｆ）ｅｘｐ －
１
ｔ（ ）

－ｌｏｇ
Ｘ

ｒ（Ｆ）（ ）－１ｔ（ ）ｐｄＦ（ｘ）
则

∫
∞

ｔ
（ｕ－ｔ）δＪｐ

１
ｕ（ ）ｄｕ＝Γ（δ＋１）Ｊδ＋ｐ＋１ １ｔ（ ） （９）

类似于定理１的证明方法，可得结论成立．
定理３　 若ｒ（Ｆ）＝０，定义

μｐ（ｔ）＝Ｅ｛（（ｌｏｇ｜－Ｘ｜）＋ｔ）ｐ｜（ｌｏｇ｜－Ｘ｜）＞－ｔ｝
如果Ｆ ∈Ｄｐ（Ｈ３，α），α＞２，那么对于０≤ｐ＜α－２，μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且ｔ→ ∞ 时，

μｐ（ｔ）μｐ＋２（ｔ）

｛μｐ＋１（ｔ）｝
２ →

（ｐ＋２）（α－ｐ－１）
（ｐ＋１）（α－ｐ－２）

（１０）

反之，当α＞２时，对０≤ｐ＜α－２，如果μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且式（１０）成立，那么Ｆ ∈Ｄｐ（Ｈ３，α）．
证　必要性的证明类似于定理１中（４）式的证明，利用文献［２］中定理２．３关于Ｆ∈Ｄｐ（Ｈ３，α）的充

要条件为当ｙ＞０时，

ｌｉｍ
ｔ→∞

１－Ｆ（－ｅｘｐ（－ｔｙ））
１－Ｆ（－ｅｘｐ（－ｔ））

＝ｙ－α

证得（１０）式成立．对充分性，定义

Ｊｐ（ｔ）＝｛Γ（ｐ＋１）｝－１∫
０

－ｅｘｐ（－ｔ）
（（ｌｏｇ｜－ｘ｜）＋ｔ）ｐｄＦ（ｘ）

则

∫
∞

ｔ
（ｕ－ｔ）δＪｐ（ｕ）ｄｕ＝（－１）δ＋１Γ（δ＋１）Ｊδ＋ｐ＋１（ｔ） （１１）

类似于定理１的证明方法，可得结论成立．
定理４　 若ｒ（Ｆ）＜０，定义

μｐ（ｔ）＝Ｅ －ｌｏｇ
Ｘ

ｒ（Ｆ）（ ）＋１ｔ（ ）ｐ －ｌｏｇ
Ｘ

ｒ（Ｆ）（ ）＞－１ｔ｛ ｝
如果Ｆ ∈Ｄｐ（Ｈ４，α），α＞２，那么对于０≤ｐ＜α－２，μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且ｔ→ ∞ 时，

μｐ（ｔ）μｐ＋２（ｔ）

｛μｐ＋１（ｔ）｝
２ →

（ｐ＋２）（－α－ｐ－１）
（ｐ＋１）（－α－ｐ－２）

（１２）

反之，当α＞２时，对０≤ｐ＜α－２，如果μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且式（１２）成立，那么Ｆ ∈Ｄｐ（Ｈ４，α）．
证　必要性的证明类似于定理１中（４）式的证明，利用文献［２］中定理２．４关于Ｆ∈Ｄｐ（Ｈ４，α）的充

要条件为当ｙ＞０时

ｌｉｍ
ｔ→∞

１－Ｆ　ｒ（Ｆ）ｅｘｐ
ｙ
ｔ（ ）（ ）

１－Ｆ　ｒ（Ｆ）ｅｘｐ
１
ｔ（ ）（ ）

＝ｙα

可证得（１２）式成立．对充分性，定义

Ｊｐ（ｔ）＝｛Γ（ｐ＋１）｝－１∫
ｒ（Ｆ）

ｒ（Ｆ）ｅｘｐ
１
ｔ（）

－ｌｏｇ
ｘ

ｒ（Ｆ）（ ）＋１ｔ（ ）ｐｄＦ（ｘ）
则

∫
∞

ｔ
（ｕ－ｔ）δＪｐ

１
ｕ（ ）ｄｕ＝（－１）δ＋１Γ（δ＋１）Ｊδ＋ｐ＋１ １ｔ（ ） （１３）

类似于定理１的证明方法，可得结论成立．
定理５　 若ｒ（Ｆ）＞０，定义

μｐ（ｔ）＝Ｅ　 ｌｏｇ
Ｘ
ｔ（ ）－ｆ（ｔ）（ ）ｐ ｌｏｇ

Ｘ
ｔ（ ）＞ｆ（ｔ）｛ ｝
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如果Ｆ ∈Ｄｐ（Φ），那么对于ｐ≥０，μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且当ｔ↑ｒ（Ｆ）时，

μｐ（ｔ）μｐ＋２（ｔ）

｛μｐ＋１（ｔ）｝
２ →

ｐ＋２
ｐ＋１

（１４）

反之，对ｐ≥０，如果μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且式（１４）成立，那么Ｆ ∈Ｄｐ（Φ）．
证 　 必要性的证明：由文献［２］定理２．５可知，Ｆ∈Ｄｐ（Φ）的等价条件为当ｒ（Ｆ）＞０时，存在一个

函数ｆ＞０，使得对于ｘ ∈Ｒ，

ｌｉｍ
ｔ→ｒ（Ｆ）

１－Ｆ（ｔ　ｅｘｐ（ｘｆ（ｔ）））
１－Ｆ（ｔ） ＝ｅｘｐ（－ｘ）

成立．在此条件下，对某些连续函数ｆ，定义

ｆ（ｔ）＝
１
Ｆ（ｔ）∫

ｒ（Ｆ）

ｔ

Ｆ（ｓ）
ｓ ｄｓ

有

∫
ｒ（Ｆ）

ｔ

Ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ＜ ∞

因此有

μｐ（ｔ）＝Ｅ　 ｌｏｇ
Ｘ
ｔ（ ）－ｆ（ｔ）（ ）ｐ ｌｏｇ

Ｘ
ｔ（ ）＞ｆ（ｔ）｛ ｝＝

ｐ（ｆ（ｔ））ｐ∫
ｌｏｇ｜

ｒ（Ｆ）
ｔ ｜

ｆ（ｔ）

１

１－Ｆ（ｔｅｘｐ（ｙｆ（ｔ）））
１－Ｆ（ｔｅｘｐ（ｆ（ｔ）））

（ｙ－１）ｐ－１ｄｙ～

Γ（ｐ＋１）（ｆ（ｔ））ｐ，ｔ↑ｒ（Ｆ） （１５）
由ｆ（ｔ）的表达式可知

ｌｏｇ｜
ｒ（Ｆ）
ｔ ｜

ｆ（ｔ）
－１→ ∞（ｔ↑ｒ（Ｆ））

故（１５）式中的渐近式成立．显然，式（１５）对ｐ＝０也成立．由式（１５），可证式（１４）成立．
对于充分性的证明，首先定义

Ｊｐ（ｔ）＝｛Γ（ｐ＋１）｝－１∫
ｒ（Ｆ）

ｔｅｘｐ（ｆ（ｔ））
ｌｏｇ

ｘ
ｔ（ ）－ｆ（ｔ）（ ）ｐｄＦ（ｘ）　　　ｔ＜ｒ（Ｆ）

另外记

ｇ１（ｔ）＝ｌｏｇ（ｔ）＋ｆ（ｔ）
类似于式（５）的方法，可得

∫
∞

ｔ
（ｕ－ｇ１（ｔ））δＪｐ（ｇ←

１ （ｕ））ｄｕ＝Γ（δ＋１）Ｊδ＋ｐ＋１（ｇ１（ｔ）） （１６）

类似于定理１的证明过程，可得结论成立．
定理６　 若ｒ（Ｆ）≤０，定义

μｐ（ｔ）＝Ｅ　 ｌｏｇ
Ｘ
ｔ（ ）＋ｆ（ｔ）（ ）ｐ ｌｏｇ

Ｘ
ｔ（ ）＞－ｆ（ｔ）｛ ｝

如果Ｆ ∈Ｄｐ（Ψ），那么对于ｐ≥０，μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且当ｔ↑ｒ（Ｆ）时，

μｐ（ｔ）μｐ＋２（ｔ）

｛μｐ＋１（ｔ）｝
２ →

ｐ＋２
ｐ＋１

（１７）

反之，对ｐ≥０，如果μｐ＋２（ｔ）＜ ∞ 且（１７）式成立，那么Ｆ ∈Ｄｐ（Ψ）．
证 　 必要性的证明：由文献［２］定理２．６可知，Ｆ∈Ｄｐ（Ψ）的等价条件为当ｒ（Ｆ）≤０时，存在一个

函数ｆ＞０使得对于ｘ ∈Ｒ，有

ｌｉｍ
ｔ→ｒ（Ｆ）

１－Ｆ（ｔｅｘｐ（ｘｆ（ｔ）））
１－Ｆ（ｔ） ＝ｅｘｐ（ｘ）

成立．在此条件下，对某些连续函数ｆ，定义
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ｆ（ｔ）＝－
１
Ｆ（ｔ）∫

ｒ（Ｆ）

ｔ

Ｆ（ｓ）
ｓ ｄｓ

有

－∫
ｒ（Ｆ）

ｔ

Ｆ（ｘ）
ｘ ｄｘ＜ ∞

成立．因此有，

μｐ（ｔ）～Γ（ｐ＋１）（－ｆ（ｔ））ｐ　　　ｒ↑ｒ（Ｆ） （１８）
由（１８）式，可证（１７）式成立．

对于充分性的证明，首先定义

Ｊｐ（ｔ）＝｛Γ（ｐ＋１）｝－１∫
ｒ（Ｆ）

ｔｅｘｐ（－ｆ（ｔ））
ｌｏｇ

ｘ
ｔ（ ）＋ｆ（ｔ）（ ）ｐｄＦ（ｘ）　　　ｔ＜ｒ（Ｆ）

类似于定理５，记ｇ２（ｔ）＝ｌｏｇ（ｔ）－ｆ（ｔ），则

∫
∞

ｔ
（ｕ－ｇ２（ｔ））δＪｐ（ｇ←

２ （ｕ））ｄｕ＝Γ（δ＋１）Ｊδ＋ｐ＋１（ｇ２（ｔ）） （１９）

同理可证得结论成立．
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